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Resumen Considerando las condiciones, recientemente reportadas por
Keel et al., de los controladores PID estabilizantes en términos de la
respuesta frecuencial de la planta para sistemas SISO, se describe un
algoritmo para generar la familia de PID estabilizantes. La clave del pro-
cedimiento es la obtencién de un polinomio auxiliar que permite aplicar
el teorema de Hermite-Biehler para obtener el cambio neto de fase de éste
y que ademés permite separar el ajuste de la ganancia proporcional del
controlador de las otras dos: integral y derivativa. El procedimiento se
presenta a manera de algoritmo y es usado en un ejemplo para generar
la familia de PID para un sistema hidraulico, suponiendo conocida su
respuesta frecuencial alrededor de un punto de funcionamiento. Este di-
sefio permitié asimilar y familiarizarse con el método y actualmente se
encuentra en construccién un paquete genérico asistido por computadora,
en ambiente MATLAB, para generar los controladores estabilizantes de
plantas en donde se conoce solamente su comportamiento en un cierto
intervalo de frecuencias

Fianciado por la Universidad Nacional Auténoma de México, IN-112208
DGAPA.

1 Introduccién

La mayor parte de los métodos conocidos para disenar controladores tienen como
base el modelo de la planta, obtenido éste por métodos de identificacién o ecua-
ciones constitutivas. Por ejemplo, la ventaja del LQR (4] es que garantiza, al
mismo tiempo, estabilidad y optimalidad; pero tiene la desventaja de que con
frecuencia es necesario usar técnicas de identificacién para producir el modelo de
la planta y que el controlador resultante es de orden grande. Esto iiltimo, para
aplicaciones industriales, es un impedimemento para su realizacién, debido a la
carga de computo requerido y a la necesidad de esquemas con pocos pardmetros
de ajuste. Con el objetivo de obtener controladores susceptibles de ser usados
en la industria, es necesario que estos sean de orden bajo.

El control clésico, que toma como base la teoria desarrollada por Nyquist (7]
y Bode (2], tiene la sencillez de ser un disefio gréfico que modifica la respuesta
en frecuencia de lazo abierto con un simple compensador en cascada, logrando
con ello margenes de estabilidad prescritos para lazo cerrado.
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Por otro lado se ha demostrado que los controladores PID tienen un rol muy
importante en la industria [l] y tienen un vasto campo de aplicacién que puede
ser en sistemas eléctricos. hidréulicos, flufdicos, y neumdticos. Recientemente ha
aparecido una gran cantidad de diversos métodos de diseno de controladores PID

(6.

En uno de sus trabajos més recientes, Keel y Bhattacharyya 3] demuestran
que el disefo de controladores, con al menos tres tém'minos, puede ser r.ealizado
directamente de mediciones de respuesta en frecuencia en la planta, sin ten‘er
que construir un modelo en el espacio de estat.ios o funci6én de tra.ns'ferenma.
Esta realizacién del controlador no requiere explicitamente del COnOClmlen.tO del
orden del sistema ni de la cantidad de polos o ceros en el LHP (s?mlp]an(?
izquierdo, por sus siglas en inglés) o en el RHP (semiplano derecho, idem), ni
es necesaria una identificacién de la planta. En el caso de controladores PID: la
solucién especifica una banda de frecuencia donde la respue.?tfz debe ser c9nocnda
de manera precisa, y fuera de ella basta con datos o medlcxonfes ap.rOleadas,
Ademés. el método propuesto es vélido para sistemas lineales e invariantes en el

tiempo (LTI, fdem), estables o inestables.

Es comun que, para plantas estables, los datos de respuesta en frecuencia se
obtengan de mediciones directas; entonces la teoria propuesta puede ser aplicada
a plantas estables sin tener que construir su modelo. Paras plantas inestables,
los datos de respuesta en frecuencia pueden ser obtenidos si se tiene un com-
pensador en la retroalimentacién que estabiliza la planta. Con el método pro-
puesto por Keel et al se sintetiza el conjunto completo de controladores PID que
garantizan estabilidad, que es la base para lograr muiltiples especificaciones de
desemperio; asf, diferentes objetivos de desmpeno pueden ser intersectados para
satisfacer todos ellos de manera simultdnea. Los cédlculos requeridos para ello
implican programacion lineal o solucién de ecuaciones lineales sujetas al barrido
de un parémetro. Para satisfacer de manera simultdnea miiltiples criterios de
desempenio se requiere la solucién simultdnea de un conjunto considerable de

desigualdades lineales.

El objetivo de este trabajo es familiarizarse con la propuesta de Keel, aso-
ciada al célculo de la familia de controladores que estabilizan una planta cuya
informacién disponible es su respuesta en frecuencia, para con ello desarrollar un
programa de disefio asistido por computadora (CAD, idem) que permita ajustar
controladores PID de manera iterativa.

Este trabajo se estructura de la siguiente manera. En la seccién 2 se presenta
la teoria del método de disefio de la familia de controladores PID estabilizantes
para una planta estable descrita por su respuesta en frecuencia. El algoritmo de
disefio de esa familia de controladores es presentado en la seccién 4. Posterior-
mente, seccion 3, se aplica el algoritmo a una planta hidr4ulica, para finalmente,
seccién 6, presentar los puntos o conclusiones sobresalientes que surgieron du-
rante el desarrollo de este trabajo.
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2 Preliminares

El teorema de Hermite-Biehler establece que un polinomio real §(s) = 6.(s2) +
86,(s2) de grado n es Hurwitz estable si y s6lo si los ceros de su parte par 6,(—w2)
e impar §,(—w?) son:

1. Reales y distintos,
2. Los no negativos satisfacen la propiedad de intercalamiento

0 < wer < woy < We2-+*
y los dos coeficientes de mayor orden de §(s) tienen el mismo signo.

Por otro lado. considerando que un polinomio Hurwitz tiene la propiedad
monoténica de fase, es mds simple, en algunos casos, verificar si es Hurwitz a
través de su gréfica, la cual debe moverse contra reloj a través de n cuadrantes,
cuando se incrementa la frecuencia de 0 a w. Esta propiedad y la extensién al
caso de funciones racionales est4 detras del siguiente trabajo, dado que considera
se conoce solamente el comportamiento frecuencial de la planta {3].

Considere una funcién racional

N(s)

R(s) = _D(—s)'

con N(s) y D(s) polinomios con coeficientes reales de orden m y n y sin ceros

en el eje jw. Denote las parejas de nimeros de ceros y polos de R(s) en el lado
derecho e izquierdo del plano s respectivamente por

[:% &)+ [P PR]s

entonces se puede demostrar que el nimero neto de cambios en fase de R(jw)
cuando la frecuencia se barre desde 0 hasta oo estd dada por

; m, - -
AgoéR(JW) = E(:R = :; = (Pn = p;))a

este incremento en fase puede expresarse en términos de lo que se conoce como
firma Hurwitz de R(s)

o(R) & 2z — =5 — (Pr — PR), 1)
y dado que R(s) no tiene polos ni ceros en el eje jw, resulta que
AP £R(jw) = ga(n).

Adicionalmente, se ha demostrado que la firma o(R) puede expresarse en
términos de la parte real e imaginaria de R(jw) = Rr(w)+jRi(w) en un conjunto



140 Cristina Verde, Rolando Carrera, and Shankar Bhattacharyya

de frecuencias 2 = {0,w;,ws,:-+ ,00}, sin conocer la ubicacién de los polos y
ceros de R(s). Las relaciones resultantes se reducen a

-1
o(R) = (sgn(Rr(wo) +2) (=1)*sgn(Rr(wx)) + (—1)'89n(Rr(w))) :

k=1
(=1)""tsgn(Ri(wr))

paran—mpary

-1
o(R) = (39"(Rr(“’0) + 22(—1)k39n(3r(wk))) (=1)""1sgn(R;i(w))

k=1
para n — m impar, donde la serie de frecuencias
O=wp<wp <wy < ..y =00"

corresponden a los ceros reales finitos no negativos de multiplicidad impar de

Ri(w) {3].

3 Caracterizacién de PID estabilizantes

Con base en los resultados anteriores, el objetivo ahora es determinar la condicién
que debe tener la funcién racional asociada al sistema con un PID en lazo cerrado
para garantizar la estabilidad usando la firma Hurwitz de un racional.
Considere el esquema de la Fig. 1 y sea P(s) la funcién de transferencia de
la planta sin polos y ceros en el eje jw con grado relativo 7 = np — mp y cuyos
ceros y polos en el lado derecho del plano complejo se denotan por [:;, pﬁ] y en
el izquierdo [:;, p;] respectivamente. Entonces la firma de la planta estd dada

o(P) = (5 — =}) — (Pp — P}) = = — 2(z} — Pp) (2)

y cuando P es estable, la firma se reduce a o(P) = —r — 2z}.
Entonces, cuando se tiene la respuesta en frecuencia de la planta

P(jw) = Pr(w) + jPi(w)

se puede obtener el grado relativo a partir de la pendiente de la magnitud en
altas frecuencias, la firma de la planta a partir del defasamiento neto de w =0
hasta oo, y determinar el nimero de ceros inestables de P(s), a pesar de no
conocer la funcién de transferencia.

Sea la estructura del controlador
de K i

+—,

C(s) =
() Kp+1+sT 3

entonces, la estabilidad del sistema de control es equivalente a la ausencia de
ceros en el lado derecho del plano complejo de la funcién racional

F(s) = s(1+ sT) + (Ki + Kps + Kus®) P(s). 3)
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En terminos de la firma de Hurwitz la condicién de estabilidad de la familia de
PID estabilizantes se reduce a:

o(F) = (zf — =F) — (PF — P})
con pr = pp; PF = P}t; :F = 0; 2 =n+2,y por tanto o(F) = n+2—(p;—p;).
Con objeto de simplificar la busqueda de los intervalos de los pardmetros de
los PID estabilizantes y separar el ajuste de la parte proporcional de las otras
dos, se propone una funcién auxiliar.

Lemma 1. Sea la funcién auziliar F(s) £ F(s)P(—s), entonces la condicién
de estabilidad del lazo retroalimentado con el PID es equivalente a que la firma
Hurwitz de la funcién auziliar F(s) sea

o(F(s))=n—m+2:++2 (4)

Ademds, se puede demostrar que la parte real de F(jw), tomando valores
reales de w, depende de los pardmetros asociados a la parte integral y deri-
vativa. Por el contrario la parte imaginaria solamente depende de la ganancia
proporcional [3]. Es decir

F(jw) = (Ki — Kqw?) |P(jw)|* = w?TP,(w) + wPi(w) +
jw (K,, |P(jw)|? + Pr(w) +WwTP; (w))
= Fr(wy Ki:Kd) +jFi(“)y Kp)

y por tanto, las condiciones de estabilidad se han reducido a la firma de ¢(F) y
su cédlculo se puede hacer separando los valores de frecuencia w; < wy < ... que
satisfacen la condicién Fi(w, K;) = 0, y requiriendo que F(w, K;, K,) # 0 para
el mismo conjunto de frecuencias 0 < w; < wp < ... < 00.

Resumiendo se debe buscar el conjunto de frecuencias 2 reales para cada K,
que simultdneamente satisfacen la firma 4 y que Fi(jw, Kp) =0.

Para la verificacién del valor de la firma o(F(s)) se hace uso de

lio — 261 + 262 4 -+ + (=1)""22%; + (-1)'4)(-1)" Y =n—m + 2:F +2
[fo — 26y + 2ig + -+ + (=1)" 2%y )(-1)" i =n—m+2:* +2

demostradas en [3] con el conjunto de caracteres I = {ig,iy,--+4} con ix =
{+1,-1}.

El procedimiento para el caso de plantas inestables requiere conocer un con-
trolador auxiliar estabilizante C,(s) el cual permite generar la respuesta frecuen-
cial y determinar la tripleta {n,m,z*}, y por razones de espacio es omitido.

4 Algoritmo

El siguiente procedimiento calcula el conjunto completo de ganancias de la fa-
milia de PID que estabilizan la planta P(s), bajo el esquema descrito en la figura
1 suponiendo que la planta no contiene ni polos ni ceros en el eje imaginario.
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o)
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+T;P_ID L

Fig. 1. Sistema con retroalimentacién unitaria y un controlador PID

1. Para sistemas estables: Los datos disponibles son la respuesta en frecuen-
cia de la planta P(jw), i.e. |P(jw)| y £P(w).
(a) Con la pendiente de alta frecuencia del Bode de magnitud de P(jw)
determine el grado relativo (rp) de la planta

 meme L. P -
P 20 d(logyow)|wy—oo

donde P,p(w) £ 20logyo |P(jw)|.
(b) Con A [¢(w)] denote el cambio neto en fase de P(jw) para w € [0, 00).
Determine el nimero de ceros de la planta en el semiplano derecho ( =¥)

a partir de _
AT [pw)] = = [(n=m) +25*] 5

expresién obtenida a partir de la firma (Hurwitz) de la planta,
o(P) = —(n—m) —2(z* - p*),

con pt = 0, polos de la planta en el RHP.
(c) Ir al paso 2

1. Para sistemas inestables: Los datos disponibles son la funcién de trasfe-
rencia de un controlador estabilizante D(s) y la respuesta en frecuencia co-
rrespondiente del sistema estable en lazo cerrado G(jw).

(a) Calcule el Bode de magnitud y fase (|P(jw)|, £P(w)) de la planta con

o G(jw)
PGw) = pGaya - cGa)

(b) Determine el grado relativo de la planta rp a partir de la pendiente de
alta frecuencia del Bode de magnitud de P(jw), ecuacién (3).

(c) Determine los ceros en el SPD (z},) y el grado relativo (rp) de D(s).

(d) Calcule la firma G(s) con

o(G) = gamc(jw).
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(e) Calcule =* usando
+_1 +
Ft= 5[-7‘?—7‘0—2:0-0(0)]-

(f) Ir al paso 2

. Calcule g(jw) usando

. a Cos¢(w)+ wT sind(w)
90) = =BGl

con los datos del inciso (1), donde ¢(w) = LP(jw).

. Para K, = g(jw), fije Kp = K y resuelva

. _ _ 08 ¢(w) + w7 sin ¢(w)
e = [P(w)| d ©6)

defina wy; < w2 < -+« < wy—) las distintas frecuencias con multiplicidades
impar que son soluciones de la ecuacién anterior.

. Elija wo = 0, w; = 00 y j £ sgnFi(c0™, K3).
. Determine todas las series de enteros i, € {+1,—1} tales que:

(a) Para n —m par:
(o — 241+ 2iz+++- + (1) 120y + (<1)'4))(-1)' Y = n—m+2:+ 42,
(7

(b) Para n —m impar:

[io — 2i1 + 2ig + -+ + (1) "2 )(-1)' Y =n—m+2:* + 2. (8)

. Para la K, = K escogida en el paso 3, obtenga los valores (K;, Kj) estabi-

lizantes con la siguiente expresién

[w, sin ¢(w;) — w?T cos p(w)

- 2 .1
PG Kawi + Ki| 1> 0

parat=0, 1,---, L

. Repita los pasos previos variando K),. El rango en el cual K, puede tomar

valores, estd determinado por los requerimientos en que (7) u (8) se satisface
para al menos una serie de enteros, como lo establece el paso 3 (solucién de
6) que genera el siguiente rango

Kp € (K™ K™)

donde
min & __ * max 4
Kin £ L"elgg(“’)’ Ko g ngg(w)

y w = (w1, wi-1).
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5 Ejemplo Ilustrativo

Para ilustrar el procedimiento se ha tomado la respuesta en frecuencia de un
sistema hidrdulico. formado por dos tanques interconectados. Los datos son
muestreados con diferentes periodos de muestreo y la respectiva gréfica de Bode
se presenta a continuacién: a nivel de ejemplo la siguiente figura corresponde a
las sefnales senoidales de entrada y salida para f = 0.001H=.
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Respuesta en frecuencia del sistema Registro de un punto de la respuesta
hidrédulico en frecuencia del sistema hidraulico.

El comportamiento frecuencial y el hecho de ser una planta estable corres-
ponde a la informacién requerida para el cdlculo de la familia de controladores
PID estabilizantes de la planta. Considerando que la pendiente de la magnitud
de la grafica a altas frecuencias es —20 db/dec se tiene entonces que n —m = 1.
Por otro lado, como el cambio total de la fase es —m/2 rad y la planta es estable
pt = 0y de la ecuacién (2) se tiene que la planta no tiene ceros en el lado
derecho del plano complejo es decir z+ = 0. Asf, la firma de la funcién auxiliar

que garantiza la estabilidad estd dada por
o(F(s))=n—-m+2=3
Dado que n — m es impar la cadena de enteros candidato se obtiene de
[io — 201 + 269 — ... + (=1)""224,] (-1)" 1 =3 9

donde
i =sgn[Fi(oo™, Kp)] = —sgn ( lim_g(w))
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Fig. 2. Griéfica de la funcién g(w) para w de 0 a 2 rad/s

con
cos ¢(w) + wT sin ¢(w)

[P(jw]

De la forma de g(w) presentada en la figura 2 se observa que ésta tiene cuando
mucho dos rafces reales si se permiten valores negativos de K}, y una para K, >
—1.7e — 4 independientemente de los valores de K; y K4. Ademds j = ~1y por
tanto la cadena mfnima de caracteres que satisface (9) es:

F = {ioir} = {+1,-1}

con [ = 2. Esta condicién significa que K|, debe ser elegida tal que Fj(w;, K 5) =0
tenga una rafz real positiva y corresponde con la interseccién de g(w) y el valor
del término proporcional. Asi fijando la ganancia se calcula la frecuencia w; y el
conjunto de frecuencias

g(w) =~

2 = {wg = 0,wy,wp = 00}

junto con la desigualdad

(Ki — Kul + —w2T cos ¢(wy) + wy sin ¢(w,)) >0

| P(jwe)l

genera el espacio del conjunto estabilizante (Kj, Kgq).
En particular se reducen a las condiciones

K;>0
w?T cos ¢(wy) — w sin p(w)

[P(jwr)|
para cada valor de K, seleccionado. La Fig. 3 muestra la regién de valores
de los pardmetros de la parte integral y derivativa para los valores de K, €
{0,0.001,0.004} y 10 < K; < 0. Se omite el barrido completo de la ganancia por
motivos de visualizacién.

K; - Kq? <
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Famias de PID estabizantes

Fig. 3. Regién de valores de K; y Ka para Kjp € {0, 0.001,0.004}

6 Conclusiones

Considerando las condiciones de los PID estabilizantes para una planta SISO,
de la cual solamente se conoce su respuesta en frecuencia, se deriva un algoritmo
para generar toda la familia de controladores. Este algoritmo se aplica al caso de
un sistema hidréulico de dos tanques. La asimilacién de la propuesta reportada
recientemente permitié sentar las bases para la realizacién de un paquete CAD
que se encuentra en construccion.
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